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Resumo
Neste trabalho fazemos a avaliação de opções americanas utilizando a técnica de decom-
posição, na qual o preço de uma opção americana é dividido na soma de uma opção europeia,
com as mesmas características, e um prémio pelo exercício antecipado. Demonstramos um
resultado que pode ser utilizado para qualquer tipo de opções americanas: standard ou exóti-
cas. Utilizamos esse resultado para avaliar opções americanas standard e opções de barreira
knock-out.
Palavras-chave: opções americanas, opções de barreira, fronteira de exercício óptimo,
prémio pelo exercício antecipado, região de paragem
vii

Abstract
In this work we evaluate american option using the decomposition technique. In this
procedure, the price of an american option is split in the sum of a european option, with the
same characteristics, and an early exercise premium. We show a result that can be used
for any kind of american options, both standard and exotic. This result is used to evaluate
standard american and barrier knock-out options.
Keywords: american options, barrier options, optimal exercise boundary, early exercise
premium, stopping region
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Introdução
Uma opção é um contrato em que o detentor tem o direito, mas não a obrigação, de com-
prar (call) ou vender (put) um determinado activo (activo subjacente), a um preço previamente
estabelecido (strike), numa ou até uma data futura. A avaliação de opções consiste em deter-
minar o valor que o titular da opção tem que pagar para ter esse direito.
Se o detentor da opção puder exercer esse direito apenas na data de vencimento do con-
trato (maturidade) a opção diz-se europeia. Caso o direito possa ser exercido em qualquer
instante durante a vigência do contrato (desde o momento em que o contrato é celebrado até
à sua maturidade) a opção diz-se americana.
Numa opção call o ganho (payoff ) do detentor é a diferença entre a cotação do activo
subjacente no dia em que a opção é exercida e o strike, caso essa diferença seja positiva. Caso
contrário o ganho é nulo. Do mesmo modo, numa opção put o payoff é a diferença entre o
strike e a cotação do activo subjacente, se essa diferença for positiva. Senão o ganho é zero.
Estas opções, em que o payoff é dado apenas pelas diferenças acima indicadas, desig-
nam-se por opções standard ou vanilla. Por oposição às opções standard, existem as opções
exóticas, em que o payoff depende de outros factores, além da cotação do activo subjacente
na data de exercício e do strike. Em particular, existe um grupo de opções exóticas em que
o payoff depende do caminho da cotação do activo subjacente, ou seja, não depende apenas
da cotação do activo na data de exercício mas de todas as cotações, desde a data em que o
contrato é celebrado até à data em que é exercido o direito. Alguns exemplos deste tipo de
opções exóticas são as opções asiáticas, lookback e de barreira. Por exemplo, o payoff das
opções asiáticas depende da média das cotações do activo subjacente, enquanto que o payoff
das opções lookback depende da cotação mais favorável que se tenha verificado durante a vida
da opção (o valor mais baixo para a call e o mais elevado para a put).
O cálculo do payoff das opções de barreira baseia-se no facto da cotação do activo sub-
jacente atingir, ou não, um determinado patamar (barreira) durante a vigência do contrato.
Existem opções de barreira knock-in, as quais são activadas apenas quando o preço do activo
atinge a barreira, e knock-out, que se extinguem assim que o preço do activo atinge a barrei-
ra. É intuitivo que o payoff das opções de barreira é igual ao payoff das opções standard,
sujeito à restrição de que a opção tem que ser activada, se for knock-in, ou nunca pode ser
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desactivada, se for knock-out. No caso em que a opção nunca é activada ou é desactivada, al-
guns contratos pagam ao titular uma compensação predefinida (rebate). Nas opções que não
pagam esse valor diz-se que o rebate é nulo. As opções de barreira podem ainda ser divididas
em up ou down consoante o preço do activo subjacente, na data de celebração do contrato, seja
inferior ou superior ao valor da barreira.
Assumindo o pressuposto de que o preço do activo subjacente segue um movimento Brow-
niano geométrico, existem fórmulas fechadas para o cálculo do preço das opções europeias
standard e de barreira. As opções europeias standard foram estudadas por Black e Scholes
[2] e Merton [14]. Relativamente às opções europeias de barreira, estas foram estudadas por
Cox et al. [5], Rubinstein et al. [15] e Boyle [3].
A avaliação das opções americanas é mais complexa, mesmo nas condições do pressuposto
anterior. Mckean [11] demonstrou que o preço de uma opção americana pode ser determinado
resolvendo um free boundary problem. Mais tarde, MacMillan [13] e Barone-Adesi et al. [1]
desenvolveram a técnica de decomposição. Esta consiste em dividir o preço de uma opção
americana na soma de uma opção europeia, com as mesmas características, e um prémio
pelo exercício antecipado. Esta técnica foi especificada para o caso em que o preço do activo
subjacente segue um movimento Browniano geométrico por Kim [12], Jacka [10], Carr et al.
[4] e Ho et al. [9]. Gao et al. [7] propuseram a utilização dessa mesma técnica para as opções
americanas de barreira.
Neste trabalho pretendemos avaliar opções americanas, utilizando a técnica de decom-
posição. Inicialmente demonstramos um teorema bastante abrangente, uma vez que pode ser
utilizado para avaliar qualquer tipo de opções americanas: standard ou exóticas. O enunciado
deste teorema é uma extensão de outro, demonstrado por Gao et al [6], apenas para opções
exóticas. Deste teorema deduzimos dois corolários, um para avaliar opções americanas stan-
dard (call ou put) e outro para avaliar opções americanas de barreira do tipo knock-out. Em
seguida apresentamos dois resultados para avaliar as opções de barreira up-and-out put e
down-and-out call. Finalmente mostramos que a fórmula de avaliação das opções americanas
de barreira estudadas tem uma forma funcional similar às opções europeias de barreira.
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1 Preliminares
1.1 Definição do Modelo
Neste trabalho assumimos, como é habitual na literatura, que o mercado é completo e
livre de arbitragem. Desde modo, podemos deduzir que existe uma única medida martingala
equivalente Q, tal que o processo dos preços descontados é uma martingala no espaço de
probabilidade (Ω,F , Q), onde F representa a filtração (Ft)t∈[0,T ].
Assumimos ainda que a negociação se faz continuamente e sem custos. Supomos que há
dois activos negociáveis no mercado, um activo sem risco e outro com risco. A taxa de juro
sem risco é constante e vamos designá-la por r. O activo com risco tem uma volatilitade
(anualizada) constante σ, paga uma dividend yield contínua e constante de δ e o processo do
preço do activo S = {St; t ≥ 0} segue um movimento Browniano geométrico na medida Q:
dSt = (r − δ)Stdt+ σStdWQt , (1.1)
onde W = {WQt ; t ≥ 0} representa um movimento Browniano standard na medida Q, a qual
gera a filtração (Ft)t≥0.
1.2 Avaliação de Opções Europeias
Nesta secção pretendemos enunciar alguns resultados acerca das opções europeias, uma
vez que precisaremos de os utilizar no decorrer deste trabalho. Antes de mais, é importante
referir alguns aspectos da notação utilizada, não só nesta secção mas ao longo de todo o
trabalho.
Por uma questão de economia de espaço, para evitar que as fórmulas se tornem muito
extensas, definimos as seguintes notações:
EQt [X] = EQ [X| Ft] ,
τt = t− t0,
e
µ = r − δ − σ
2
2
. (1.2)
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Também utilizamos uma forma sintética de representar duas funções largamente uti-
lizadas, a função indicatriz, 1{A}, e a função máximo:
x+ = max{x, 0} = x1{x>0} =
 x, x > 00, x ≤ 0.
Além disso, utilizamos uma notação habitual para a função distribuição de probabilidade
da Lei Normal Standard, N(0, 1):
Φ(x) =
∫ x
−∞
φ(x) dt,∀x ∈ R,
em que φ(x) é dado por
φ(x) =
1√
2pi
e−
1
2x
2
,∀x ∈ R.
Opções Europeias Standard
Como é usual, representamos por v o preço da opção europeia, o qual tomará o valor c
(θ = 1) ou p (θ = −1), consoante se trate de uma opção do tipo call ou put.
Merton [14] demonstrou que o valor, no momento t0 (t0 ∈ [0, T ]) , de uma opção europeia
standard v, sobre uma acção cotada a St, com strike K e vencimento em T é dado por
vt0 (St0 ,K, T ) = e
−rτ
T EQt0
[
[θ(ST −K)]+
]
(1.3)
= θSt0e
−δτ
T Φ [θd1 (St0 ,K, τT )]− θKe−rτT Φ [θd2 (St0 ,K, τT )] , (1.4)
em que
d1 (x, y, τ) =
ln
(
x
y
)
+
(
r − δ + σ22
)
τ
σ
√
τ
(1.5)
e
d2 (x, y, τ) =
ln
(
x
y
)
+
(
r − δ − σ22
)
τ
σ
√
τ
. (1.6)
Opções Europeias de Barreira
Nas opções de barreira é habitual utilizar as letras d (η = −1) ou u (η = 1), caso seja uma
opção down ou up, respectivamente. Então, além da letra v já utilizada nas opções standard,
que representa se a opção é call ou put, agora também temos a letra w, que indica se a opção
é do tipo down ou up.
Obviamente, também deveríamos definir uma letra para representar se a opção é out ou
in. Não a inserimos neste momento porque apenas enunciaremos resultados para opções
knock–out, uma vez que são apenas esses que necessitaremos mais à frente. Deste modo,
junto à letra w aparecerá sempre a letra o, a qual representa que a opção é do tipo knock–out.
Rubinstein et al. [15] desenvolveram fórmulas para avaliar opções europeias de barreira.
Em particular, o valor, no momento t0 (t0 ∈ [0, T ]), de uma opção v de barreira knock–out do
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tipo w sobre uma acção cotada a St, com strike K, barreira H, rebate R e vencimento em T é
dado por:
vwot0 (St0 ,K,H,R, T ) = v
wo
t0 (St0 ,K,H, 0, T ) + reb
wo
t0 (St0 , H,R, T ) ,
onde
vwot0 (St0 ,K,H, 0, T ) = e
−rτ
T EQt0
[
[θ(ST −K)]+1{MTt0 (η)<ηH}
]
(1.7)
e
rebwot0 (St0 , H,R, T ) = E
Q
t0
[
Re−rτv1{Mvt0 (η)<ηH,Sv=H,v∈[t0,T ]}
]
(1.8)
= R
{(
H
St0
)µ−ψ
σ2
Φ [−ηd3 (H,St0 , τT )]
+
(
H
St0
)µ+ψ
σ2
Φ [−ηd4 (H,St0 , τT )]
}
,
em que
M t2t1 (η) = sup
t1≤τ≤t2
(ηSτ ), 1 (1.9)
ψ =
√
µ2 + 2σ2r,
d3 (x, y, τ) =
ln
(
x
y
)
− ψτ
σ
√
τ
e
d4 (x, y, τ) =
ln
(
x
y
)
+ ψτ
σ
√
τ
.
Enunciamos agora as fórmulas de avaliação de duas opções que precisaremos mais adi-
ante, Down–and–out call e Up–and–out put, ambas com rebate igual a zero:
cdot0 (St0 ,K,H, 0, T ) = ct0 (St0 , H ∨K,T )−
(
H
St0
) 2µ
σ2
ct0
(
H2
St0
, H ∨K,T
)
+
[
Φ [d2 (St0 , H, τT )]−
(
H
St0
) 2µ
σ2
Φ [d2 (H,St0 , τT )]
]
×e−rτT [H ∨K −K] (1.10)
e
puot0 (St0 ,K,H, 0, T ) = pt0 (St0 , H ∧K,T )−
(
H
St0
) 2µ
σ2
pt0
(
H2
St0
, H ∧K,T
)
+
[
Φ [−d2 (St0 , H, τT )]−
(
H
St0
) 2µ
σ2
Φ [−d2 (H,St0 , τT )]
]
×e−rτT [K −H ∧K], (1.11)
1Note-se que Mt2t1 (1) = sup
t1≤τ≤t2
(Sτ ) e Mt2t1 (−1) = − inft1≤τ≤t2(Sτ )
5
em que
a ∧ b = min{a, b}
e
a ∨ b = max{a, b}.
1.3 Outros Resultados
Nesta secção pretendemos apenas enunciar alguns resultados que utilizaremos ao longo
desde trabalho.
Lema 1.1 (Lema de Itô). Seja X um processo de Itô, ou seja,
X(t) = X(0) +
∫ t
0
µ[X(s), s]ds+
∫ t
0
σ[X(s), s]dW (s),
onde {WQt ; t ≥ 0} representa um movimento Browniano standard na medida Q, a qual gera
a filtração (Ft)t≥0, X(0) é F(0) – mensurável e os processos estocásticos µ(t,X(t)) e σ(t,X(t))
são F(t) – adaptados. Seja f : R+ × R −→ R uma função C1,2. Então, para todo o t ≥ 0,
f(t,X(t)) = f(0, X(0)) +
∫ t
0
σ(s,X(s))
∂f(s,X(s))
∂t
dW (s)∫ t
0
[
∂f(s,X(s))
∂t
+ µ(s,X(s))
∂f(s,X(s))
∂x
+
1
2
σ2(s,X(s))
∂2f(s,X(s))
∂x2
]
ds
Demonstração. Consultar Shreve [16], por exemplo.
Proposição 1.1. Se dXt = µdt + σdWQt , com X
Q
t0 = 0, onde µ ∈ R e {WQt ; t ≥ 0} representa
um movimento Browniano standard na medida Q, então
Qt0
[
Xt ∈ dx ∧ sup
t0≤u≤t
(Xu) ≤ y
]
=
[
φ(x, µτ
t
, σ
√
τ
t
)− exp
(
2µy
σ2
)
φ(x, 2y + µτ
t
, σ
√
τ
t
)
]
dx
e
Qt0
[
Xt ≤ x ∧ sup
t0≤u≤t
(Xu) ≤ y
]
= Φ
[
x− µτ
t
σ
√
τ
t
]
− exp
(
2µy
σ2
)
Φ
[
x− 2y − µτ
t
σ
√
τ
t
]
,
para y ≤ 0 e x ≥ y.
Demonstração. Consultar Harrison [8], por exemplo.
Proposição 1.2. Se dXt = µdt + σdWQt , com X
Q
t0 = 0, onde µ ∈ R e {WQt ; t ≥ 0} representa
um movimento Browniano standard na medida Q, então
Qt0
[
Xt ∈ dx ∧ inf
t0≤u≤t
(Xu) ≥ y
]
=
[
φ(x, µτ
t
, σ
√
τ
t
)− exp
(
2µy
σ2
)
φ(x, 2y + µτ
t
, σ
√
τ
t
)
]
dx
e
Qt0
[
Xt ≤ x ∧ inf
t0≤u≤t
(Xu) ≥ y
]
= Φ
[
x− µτ
t
σ
√
τ
t
]
− exp
(
2µy
σ2
)
Φ
[
x− 2y − µτ
t
σ
√
τ
t
]
,
para y ≥ 0 e x ≤ y.
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Demonstração. Consultar Harrison [8], por exemplo.
Proposição 1.3. Se dXt = µdt + σdWQt , com X
Q
t0 = 0, onde µ ∈ R e {WQt ; t ≥ 0} representa
um movimento Browniano standard na medida Q, então
Qt0 [Xt ∈ dx] = φ(x, µτt ,
√
τt)dx
e
Qt0 [Xt ≤ x] = Φ
[
x− µτ
t
σ
√
τt
]
.
Demonstração. Consultar Harrison [8], por exemplo.
Corolário 1.1. Assumindo os pressupostos definidos incialmente verifica-se que
Qt0 [θSt ≥ θx] = Φ [θd2 (St0 , x, τt)] . (1.12)
Demonstração. Obtém-se directamente da proposição anterior.
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2 Fronteira de Exercício Óptimo
2.1 Definição
Considerando o preço de uma opção americana como função do tempo e do valor do activo
subjacente, V (t, St), o seu domínio pode ser representado por
D = {(t, St) ∈ R2 : t ∈ [0, T ], St ∈ R+}.
Este domínio pode ser dividido em duas regiões: região de paragem, S, onde o exercício ante-
cipado é óptimo e região de continuação, C, onde isso não se verifica. Sabendo que o exercício
antecipado de uma opção americana é óptimo quando o valor da opção é igual ao seu valor
intrínseco e designando por h(St) a função que determina esse valor intrínseco, podemos es-
crever
S = {(t, St) ∈ D : V (t, St) = h(St)}
e
C = {(t, St) ∈ D : V (t, St) > h(St)} .
Representemos a fronteira do conjunto C por E e designemo-la por fronteira de exercício óp-
timo. Assumimos que esta fronteira é a representação gráfica de uma função contínua
E : [0, T ] −→ R+
t −→ Et.
Para cada instante de tempo fixo t ∈ [0, T ] a função E indica o preço crítico do activo, Et, isto é,
o preço que faz a separação entre os valores em que o exercício antecipado é óptimo e aqueles
em que isso não se verifica. Assim, a fronteira de exercício óptimo fornece o caminho do preço
crítico do activo:
E = {Et : t ∈ [0, T ]}.
2.2 Condições de Regularidade
Mckean [11] e van Moerbeke [17] demonstraram que o problema de avaliação de opções
americanas pode ser convertido num free boundary problem. Sob essa formalização, a função
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que fornece o preço da opção, V (t, St), é solução do seguinte problema:
(Ds − r)V (t, St) = 0 , ∀(t, St) ∈ C (2.1)
V (T, ST ) = h(ST ) (2.2)
V (t, St) = h(St) , ∀(t, St) ∈ S (2.3)
V (t, St) > h(St) , ∀(t, St) ∈ C (2.4)
∂V (t, St)
∂S
=
∂h(St)
∂S
, ∀(t, St) ∈ E (2.5)
onde h(St) representa o valor intrínseco da opção e o operador Ds é definido da seguinte
forma:
Ds =
∂
∂t
+ (r − δ)S ∂
∂S
+
σ2S2
2
∂2
∂S2
. (2.6)
Estas condições são designadas por condições de regularidade das funções V (t, St) e h(St).
2.3 Região de Paragem para Opções Americanas Standard e de
Barreira
Os valores intrínsecos de uma opção americana standard e de uma opção americana de
barreira são iguais. Note-se que isso não é verdade para qualquer opção exótica, por exemplo,
não acontece nas opções lookback, em que o valor intrínseco da opção depende de todos os
valores que o activo subjacente toma desde o instante de avaliação até à data de exercício.
Temos então que a função do valor intrínseco de uma opção americana standard ou de
uma opção americana de barreira é dada por
h(St) = [θ(St −K)]+ , (2.7)
em que θ = 1 se a opção for call ou θ = −1 se a opção for put.
Temos ainda que a região de paragem, S, também pode ser definida por
S = {(t, St) ∈ D : θSt ≥ θEvt } , (2.8)
onde v pode tomar o valor c (θ = 1) ou p (θ = −1) caso estejamos a considerar uma opção do
tipo call ou put, respectivamente.
Além disso, van Moerbeke [11] mostrou que se verificam as seguintes desigualdades, para
δ 6= 0 e δ = 0, respectivamente:
θEt ≥
[
θK ∨ θ
(r
δ
K
)]
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eθEt ≥ θK.
Uma vez que
[
θK ∨ θ ( rδK)] ≥ θK concluímos que
θEt ≥ θK∀t ∈ [0, T ]. (2.9)
Consideremos agora um par ordenado (t, St) ∈ S. De (2.3) e (2.7) vem
V (t, St) = [θ(St −K)]+ ,∀(t, St) ∈ S
De (2.8) e (2.9) temos
θSt ≥ θEvt ≥ θK,
logo
θSt − θK ≥ 0⇔ θ(St −K) ≥ 0,
então
[θ(St −K)]+ = θ(St −K).
Concluímos assim que, para opções americanas standard e de barreira, se verifica a seguinte
condição:
V (t, St) = h(St) = θ(St −K),∀(t, St) ∈ S. (2.10)
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3 Avaliação de Opções Americanas
Neste capítulo demonstramos um teorema que pode ser utilizado para avaliar qualquer
opção americana standard ou exótica, desde que sejam verificadas as condições de regular-
idade definidas na Secção 2.2. Deste modo, as fórmulas de avaliação das várias opções que
estudaremos neste trabalho serão um corolário deste teorema.
Teorema 3.1. Sejam V (t, St) o valor de uma opção americana com maturidade T e h(St) o
seu valor intrínseco. Suponhamos que as funções V (t, St) e h(St) verificam as condições de
regularidade definidas na Secção 2.2. Consideremos um instante de tempo fixo t0 ∈ [0, T ] no
qual pretendemos avaliar a opção. Nestas condições
V (t0, St0) = E
Q
t0
[
e−rτT h(ST )
]
+
∫ T
t0
EQt0
[
e−rτu [r −Ds]h(Su)1{(u,Su)∈S}
]
du (3.1)
onde S representa a região de paragem e o operador Ds é definido em (2.6).
Demonstração. Consideremos a função do valor descontado da opção V (t, St),
Z(t, St) = e−rτtV (t, St),∀t ∈ [0, T ]. (3.2)
Fixemos um t ∈ [0, T ]. Tendo em conta (1.1) e aplicando o Lema de Itô temos
Z(t, St) = Z(t0, St0) +
∫ t
t0
σSue
−rτu ∂V (u, Su)
∂S
dWQu
+
∫ t
t0
[
−re−rτuV (u, Su) + e−rτu ∂V (u, Su)
∂u
+(r − δ)Sue−rτu ∂V (u, Su)
∂S
+
σ2S2u
2
e−rτu
∂2V (u, Su)
∂S2
]
du.
Simplificando,
Z(t, St) = Z(t0, St0) +
∫ t
t0
σSue
−rτu ∂V (u, Su)
∂S
dWQu
+
∫ t
t0
e−rτu
[
∂
∂u
+ (r − δ)Su ∂
∂S
+
σ2S2u
2
∂2
∂S2
− r
]
V (u, Su) du.
Utilizando o operador Ds, definido em (2.6), obtemos
Z(t, St) = Z(t0, St0) +
∫ t
t0
σSue
−rτu ∂V (u, Su)
∂S
dWQu
+
∫ t
t0
e−rτu [Ds − r]V (u, Su) du.
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Aplicando valores esperados em ambos os membros da equação anterior vem
EQt0 [Z(t, St)] = E
Q
t0 [Z(t0, St0)] + E
Q
t0
[∫ t
t0
σSue
−rτu ∂V (u, Su)
∂S
dWQu
]
+EQt0
[∫ t
t0
e−rτu [Ds − r]V (u, Su) du
]
.
Visto o valor esperado do integral de Itô ser zero, vem
Z(t0, St0) = E
Q
t0 [Z(t, St)]− EQt0
[∫ t
t0
e−rτu [Ds − r]V (u, Su) du
]
(3.3)
e substituindo (3.2) em (3.3) temos
V (t0, St0) = E
Q
t0
[
e−rτtV (t, St)
]− EQt0 [∫ t
t0
e−rτu [Ds − r]V (u, Su) du
]
.
Recordando que a função V (t, St) está definida no domínio D e D = C ∪ S podemos reescrever
a equação anterior
V (t0, St0) = E
Q
t0
[
e−rτtV (t, St)
]
−EQt0
[∫ t
t0
e−rτu [Ds − r]V (u, Su)
(
1{(u,Su)∈C} + 1{(u,Su)∈S}
)
du
]
.
Aplicando a condição de regularidade (2.1) obtemos
V (t0, St0) = E
Q
t0
[
e−rτtV (t, St)
]− EQt0 [∫ t
t0
e−rτu [Ds − r]V (u, Su)1{(u,Su)∈S} du
]
Considerando agora t = T ,
V (t0, St0) = E
Q
t0
[
e−rτT V (T, ST )
]− EQt0
[∫ T
t0
e−rτu [Ds − r]V (u, Su)1{(u,Su)∈S} du
]
= EQt0
[
e−rτT V (T, ST )
]
+
∫ T
t0
EQt0
[
e−rτu [r −Ds]V (u, Su)1{(u,Su)∈S}
]
du
e utilizando (2.2) e (2.3) concluímos a prova.
3.1 Opções Americanas Standard
Consideremos uma opção americana standard sobre uma acção cotada a St, com strike K
e maturidade T . Pretendemos determinar o valor dessa opção no momento t0 ∈ [0, T ], o qual
representamos por Vt0 (St0 ,K, T, Ev), em que V pode tomar o valor C (θ = 1) ou P (θ = −1),
caso se trate de uma opção call ou put.
Supomos que a opção ainda está activa no instante t0 em que estamos a avaliá-la, isto é, a
região de paragem não foi atingida até esse momento:
(t, St) ∈ C,∀t ∈ [0, t0]. (3.4)
Corolário 3.1. O valor de uma opção americana standard call (θ = 1) ou put (θ = −1) pode
ser decomposto na soma do valor da opção europeia correspondente e um prémio pelo exercício
antecipado:
Vt0 (St0 ,K, T, Ev) = vt0 (St0 ,K, T ) + pivt0(St0 ,K, T, Ev) (3.5)
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onde
pivt0(St0 ,K, T, Ev) = θδSt0
∫ T
t0
e−δτuΦ [θd1 (St0 , E
v
u, τu)] du
−θrK
∫ T
t0
e−rτuΦ [θd2 (St0 , E
v
u, τu)] du. (3.6)
A fronteira de exercício óptimo, Ev = {Evt : t ∈ [0, T ]}, é definida implicitamente pela
condição:
θ(Evt −K) = Vt (Evt ,K, T ) ,∀t ∈ [0, T ),
sujeito a θEvT− =
[
θK ∨ θ ( rδK)].
As funções vt0 (St0 ,K, T ), d1 (x, y, τ) e d2 (x, y, τ) são definidas pelas equações (1.4), (1.5) e
(1.6), respectivamente.
Demonstração. Introduzindo (2.7) em (3.1) obtemos
V (t0, St0) = E
Q
t0
[
e−rτT [θ(ST −K)]+
]
+
∫ T
t0
EQt0
[
e−rτu [r −Ds][θ(Su −K)]+1{(u,Su)∈S}
]
du
e considerando a equação (1.3) vem
V (t0, St0) = vt0 (St0 ,K, T ) +
∫ T
t0
EQt0
[
e−rτu [r −Ds][θ(Su −K)]+1{(u,Su)∈S}
]
du. (3.7)
Consideremos um instante de tempo fixo u ∈ [t0, T ]. Pretendemos determinar
EQt0
[
e−rτu [r −Ds][θ(Su −K)]+1{(u,Su)∈S}
]
. (3.8)
Comecemos por determinar
[r −Ds][θ(Su −K)]+1{(u,Su)∈S}.
De (2.10), considerando que (u, Su) ∈ S, vem
[r −Ds][θ(Su −K)]+1{(u,Su)∈S} = [r −Ds]θ (Su −K)1{(u,Su)∈S}
e, uma vez que
DsK =
[
∂
∂u
+ (r − δ)S ∂
∂S
+
σ2S2
2
∂2
∂S2
]
K = 0
e
DsSu =
[
∂
∂u
+ (r − δ)S ∂
∂S
+
σ2S2
2
∂2
∂S2
]
Su = (r − δ)Su,
temos
[r −Ds][θ(Su −K)]+1{(u,Su)∈S} = θ[rSu − rK − (r − δ)Su]1{(u,Su)∈S}
= θ[δSu − rK]1{(u,Su)∈S}. (3.9)
Introduzindo (2.8) e (3.9) em (3.8) obtemos uma expressão equivalente a (3.8)
EQt0
[
e−rτu θ[δSu − rK]1{θSu≥θEu}
]
.
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Somando e subtraindo δEu obtemos
EQt0
[
e−rτu δ(θSu − θEu)1{θSu≥θEu}
]
+ EQt0
[
e−rτu θ(δEu − rK)1{θSu≥θEu}
]
que podemos simplificar em
δEQt0
[
e−rτu [θ(Su − Eu)]+
]
+ e−rτu θ(δEu − rK)Qt0 [θSu ≥ θEu] . (3.10)
Introduzindo (1.12) e (1.4) em (3.10) temos
δ
[
θSt0e
−δτuΦ [θd1 (St0 , Eu, τu)]− θEue−rτT Φ [θd2 (St0 , Eu, τu)]
]
+e−rτu θ(δEu − rK)Φ [θd2 (St0 , Eu, τu)] .
Utilizando cálculos elementares concluímos que (3.8) é dado por
EQt0
[
e−rτu [r −Ds][θ(Su −K)]+1{(u,Su)∈S}
]
=
θδSt0e
−δτuΦ [θd1 (St0 , Eu, τu)]− θrKe−rτuΦ [θd2 (St0 , Eu, τu)]. (3.11)
Finalmente, introduzindo (3.11) em (3.7) terminamos a demonstração.
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4 Avaliação de Opções Americanas de
Barreira
Neste capítulo pretendemos avaliar opções americanas de barreira. Vamos centrar o nosso
estudo sobre as opções knock–out.
Consideremos uma opção americana de barreira knock–out sobre uma acção cotada a St,
com strike K, barreira H, rebate igual a zero e maturidade T . Pretendemos determinar o
valor dessa opção no momento t0 ∈ [0, T ], o qual representamos por V wot0 (St0 ,K,H, 0, T, Ewov).
Notemos que V pode tomar o valor C (θ = 1) ou P (θ = −1), caso se trate de uma opção call
ou put e w pode valer u ou d se for uma opção do tipo up–and–out (η = 1) ou down–and–out
(η = −1).
A nossa abordagem neste capítulo, tal como nas opções americanas standard, consiste
em mostrar que uma opção americana pode ser escrita como a soma da opção europeia cor-
respondente e um prémio. Deste modo, mostramos que o preço de uma opção americana é
mais elevado que o preço da opção europeia correspondente, o que é bastante intuitivo, uma
vez que numa opção americana o detentor do direito tem o privilégio de a poder exercer em
qualquer instante até à maturidade (no caso das opções de barreira esse direito existe apenas
quando a opção está activa).
Comecemos por demonstrar um resultado genérico para este tipo de opções, do qual de-
duziremos o preço de cada tipo de opção knock–out.
Corolário 4.1. O valor de uma opção americana knock–out, com rebate igual a zero, é dado
pela soma do valor da opção europeia correspondente e um prémio pelo exercício antecipado,
ou seja,
V wot0 (St0 ,K,H, 0, T, Ewov) = vwot0 (St0 ,K,H, 0, T ) + piwovt0 (St0 ,K,H, T, Ewov).
O valor da opção europeia correspondente, vwot0 (St0 ,K,H, 0, T ), está definido em (1.7) e o prémio
pelo exercício antecipado é determinado por
piwovt0 (St0 ,K,H, T, Ewov) =
∫ T
t0
δ
{
vwovt0 (St0 , E
wov
u , H, 0, u)
+θe−rτuEwovu Qt0
[
Mut0(η) < ηH, θSu ≥ θEwovu
]}
−rKθe−rτuQt0
[
Mut0(η) < ηH, θSu ≥ θEwovu
]
du.
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A fronteira de exercício óptimo, Ewov = {Ewovt : t ∈ [0, T ]}, é definida implicitamente pela
condição:
θ(Ewovt −K) = Vt (Ewovt ,K, T ) ,∀t ∈ [0, T ),
sujeito a θEwovT− =
[
θK ∨ θ ( rδK)].
Demonstração. Pretendemos utilizar o Teorema 3.1, o qual se aplica a qualquer opção amer-
icana, desde que as condições de regularidade exigidas às funções V wot (St,K,H, 0, T, Ewov) e
h(St) se verifiquem no domínio que estamos a considerar. No caso das opções americanas de
barreira essas condições são satisfeitas numa região não Knock–Out, ou seja, desde que até ao
instante em causa, por exemplo t, o preço do activo subjacente não tenha atingido a barreira.
Isto significa que:
Su < H, ∀u ∈ [t0, t] se a opção for up–and–out
ou
Su > H, ∀u ∈ [t0, t] se a opção for down–and–out.
Ou seja,
sup
t0≤τ≤t
(Sτ ) < H, se a opção for up–and–out
ou
inf
t0≤τ≤t
(Sτ ) > H, se a opção for down–and–out.
Notemos que estas desigualdades podem ser sintetizadas numa única:
M tt0(η) < ηH,
em que a notação M t2t1 (η) é definida em (1.9).
Sendo assim, utilizando a equação (3.1) e restringindo o domínio das funções h(St) e
V wot (St,K,H, 0, T, Ewov) à condição M tt0(η) < ηH temos
V wot0 (St0 ,K,H, 0, T, Ewov)1{Mt0t0 (η)<ηH} = E
Q
t0
[
e−rτT h(ST )1{MTt0 (η)<ηH}
]
+
∫ T
t0
EQt0
[
e−rτu [r −Ds]h(Su)
]
×1{Mut0 (η)<ηH}1{(u,Su)∈S}du.
Supomos que a opção ainda está activa no instante de avaliação t0, ou seja, ηSt0 < ηH. Isso
implica que M t0t0 (η) = ηSt0 < ηH e, por conseguinte, 1{Mt0t0 (η)<ηH} = 1. Tendo ainda em
consideração a equação (2.7) obtemos
V wot0 (St0 ,K,H, 0, T, Ewov) = EQt0
[
e−rτT [θ(ST −K)]+ 1{MTt0 (η)<ηH}
]
+
∫ T
t0
EQt0
[
e−rτu [r −Ds] [θ(Su −K)]+
×1{(u,Su)∈S}1{Mut0 (η)<ηH}
]
du.
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Utilizando a simplificação (3.9) já efectuada na demonstração do corolário 3.1 obtemos
V wot0 (St0 ,K,H, 0, T, Ewov) = EQt0
[
e−rτT [θ(ST −K)]+ 1{MTt0 (η)<ηH}
]
+
∫ T
t0
EQt0
[
e−rτu θ[δSu − rK]1{(u,Su)∈S}1{Mut0 (η)<ηH}
]
du.
Utilizando uma propriedade elementar da função indicatriz vem
V wot0 (St0 ,K,H, 0, T, Ewov) = EQt0
[
e−rτT [θ(ST −K)]+ 1{MTt0 (η)<ηH}
]
+
∫ T
t0
EQt0
[
e−rτu θ [δSu − rK]1{Mut0 (η)<ηH,(u,Su)∈S}
]
du.(4.1)
Introduzindo (1.7) em (4.1) vem
V wot0 (St0 ,K,H, 0, T, Ewov) = vwot0 (St0 ,K,H, 0, T )
+
∫ T
t0
EQt0
[
e−rτu θ [δSu − rK]1{Mut0 (η)<ηH,(u,Su)∈S}
]
du.(4.2)
Designemos
piwovt0 (St0 ,K,H, T, Ewov) =
∫ T
t0
EQt0
[
e−rτu θ [δSu − rK]1{Mut0 (η)<ηH,(u,Su)∈S}
]
du. (4.3)
Considerando um instante de tempo fixo u ∈ [t0, T ], pretendemos simplificar
EQt0
[
e−rτu θ [δSu − rK]1{Mut0 (η)<ηH,(u,Su)∈S}
]
=
utilizando (2.8) e colocando δ em evidência obtemos
= δe−rτuEQt0
[
θ
(
Su − rK
δ
)
1{Mut0 (η)<ηH,θSu≥θEwovu }
]
somando e subtraindo Ewovu vem
= δe−rτu × EQt0
[
θ (Su − Ewovu )1{Mut0 (η)<ηH,θSu≥θEuovu }
]
+δe−rτu × EQt0
[
θ
(
Ewovu −
rK
δ
)
1{Mut0 (η)<ηH,θSu≥θEwovu }
]
o qual é equivalente a
= δe−rτu × EQt0
[
θ [Su − Ewovu ]+ 1{Mut0 (η)<ηH}
]
+e−rτu × θ (δEwovu − rK)Qt0
[
Mut0(η) < ηH, θSu ≥ θEwovu
]
que, considerando (1.7), pode ser simplificado em
= δvwovt0 (St0 , E
wov
u , H, 0, u) + e
−rτu θ (δEwovu − rK)Qt0
[
Mut0(η) < ηH, θSu ≥ θEwovu
]
reorganizando os termos, obtemos
= δ
[
vwovt0 (St0 , E
wov
u , H, 0, u) + θe
−rτuEwovu Qt0
[
Mut0(η) < ηH, θSu ≥ θEwovu
]]
−rKθe−rτuQt0
[
Mut0(η) < ηH, θSu ≥ θEwovu
]
.
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Então,
piwovt0 (St0 ,K,H, T, Ewov) =
∫ T
t0
δ
{
vwovt0 (St0 , E
wov
u , H, 0, u)
+θe−rτuEwovu Qt0
[
Mut0(η) < ηH, θSu ≥ θEwovu
]}
−rKθe−rτuQt0
[
Mut0(η) < ηH, θSu ≥ θEwovu
]
du. (4.4)
Considerando (4.2), (4.3) e (4.4) terminamos a prova.
Notemos que há duas opções knock–out que não tem interesse estudar, uma vez que o seu
valor é zero. São elas up–and–out call, com K > H, e down–and–out put, com K < H. Isso
acontece porque em qualquer um dos casos o preço do activo teria de tocar na barreira para
poder atingir a região de paragem.
Debruçamos agora a nossa atenção no estudo das opções up–and–out put, com K < H, e
down–and–out call, com K > H.
Proposição 4.1. O valor de uma opção americana up–and–out put com K < H, é dado por
Puot0 (St0 ,K,H, 0, T, Euop) = puot0 (St0 ,K,H, 0, T ) + piuopt0 (St0 ,K,H, T, Euop). (4.5)
O valor da opção europeia puot0 (St0 ,K,H, 0, T ) está definido em (1.11) e o prémio pelo exercício
antecipado é dado por
piuopt0 (St0 ,K,H, T, Euop) = rK
∫ T
t0
e−rτu {Φ [−d2 (St0 , Euopu , τu)]
−
(
H
St0
) 2µ
σ2
Φ
[
−d2
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]}
du
−δSt0
∫ T
t0
e−δτu {Φ [−d1 (St0 , Euopu , τu)]
−
(
H
St0
) 2µ
σ2
+2
Φ
[
−d1
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]}
du.
A fronteira de exercício óptimo, Euop = {Euopt : t ∈ [0, T ]}, é definida implicitamente pela
condição:
K − Euopt = Vt (Euopt ,K,H, 0, T ) , Euopt < H, ∀t ∈ [0, T ).
sujeito a ET− =
[
K ∧ ( rδK)]. As funções d1 (x, y, τ) e d2 (x, y, τ) são definidas pelas equações
(1.11), (1.5) e (1.6), respectivamente.
Demonstração. Do corolário 4.1, considerando o caso particular da opção americana up–and–
out put, ou seja, fazendo w = u, η = 1, v = p e θ = −1, temos
Puot0 (St0 ,K,H, 0, T ) = p
uo
t0 (St0 ,K,H, 0, T ) + pi
uop
t0 (St0 ,K,H, T, Euop),
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onde
piuopt0 (St0 ,K,H, T, Euop) =
∫ T
t0
δ
{
puot0 (St0 , E
uop
u , H, 0, τu)
−e−rτuEuopu Qt0
[
Mut0(1) < H,Su ≤ Euopu
]}
+rKe−rτuQt0
[
Mut0(1) < H,Su ≤ Euopu
]
du. (4.6)
Comecemos por determinar Qt0
[
Mut0(1) < H,Su ≤ Euovu
]
. Façamos a seguinte mudança de
variável
Xu = ln
(
Su
St0
)
.
Devido à monotonia da função logarítmo de base e, temos
Mut0(1) < H ⇔ sup
t0<τ≤u
(Sτ ) < H
⇔ sup
t0<τ≤u
ln
(
Sτ
St0
)
< ln
(
H
St0
)
⇔ sup
t0<τ≤u
(Xτ ) < ln
(
H
St0
)
e
Su ≤ Euopu ⇔ ln
(
Su
St0
)
≤ ln
(
Euopu
St0
)
⇔ Xu ≤ ln
(
Euopu
St0
)
.
Definindo a função
f(t, St) = ln
(
St
St0
)
,
tendo em consideração a equação (1.1) e aplicando o Lema de Itô vem
df(t, St) =
[
St(r − δ) 1
St
+
σ2S2t
2
(
− 1
S2t
)]
dt+ σSt
1
St
dWQt ,
ou seja,
dXt =
(
r − δ − σ
2
2
)
dt+ σdWQt .
Utilizando o parâmetro µ definido em (1.2), obtemos
dXt = µdt+ σdW
Q
t .
Note-se que
Xt0 = ln
(
St0
St0
)
= 0
e
ln
(
H
St0
)
≥ 0,
uma vez que
H > St0 .
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Além disso, de (2.9) e K < H, concluímos que
Euopu < K < H, ∀u ∈ [0, T ], (4.7)
logo
ln
(
Euopu
St0
)
< ln
(
H
St0
)
.
Provámos assim que estamos nas condições da proposição 1.1, logo
Qt0
[
Mut0(1) < H,Su ≤ Euopu
]
= Qt0
[
sup
t0<τ≤u
(Xτ ) < ln
(
H
St0
)
, Xu ≤ ln
(
Euopu
St0
)]
= Φ
 ln
(
Euopu
St0
)
− µτ
u
σ
√
τ
u

−exp
2µ ln
(
H
St0
)
σ2
Φ
 ln
(
Euopu
St0
)
− 2 ln
(
H
St0
)
− µτ
u
σ
√
τ
u

= Φ
− ln
(
St0
Euopu
)
+ µτ
u
σ
√
τ
u
− ( H
St0
) 2µ
σ2
Φ
−
ln
(
H2
St0
Euopu
)
+ µτ
u
σ
√
τ
u

= Φ [−d2 (St0 , Euopu , τu)]−
(
H
St0
) 2µ
σ2
Φ
[
−d2
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]
.
Substituindo Qt0
[
Mut0(1) < H,Su ≤ Euopu
]
em (4.6) obtemos
piuopt0 (St0 ,K,H, T, Euop) =
∫ T
t0
δ
{
puot0 (St0 , E
uop
u , H, 0, τu)− e−rτuEuopu ×[
Φ [−d2 (St0 , Euopu , τu)]−
(
H
St0
) 2µ
σ2
Φ
[
−d2
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]]}
+rKe−rτu
×
[
Φ [−d2 (St0 , Euopu , τu)]−
(
H
St0
) 2µ
σ2
Φ
[
−d2
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]]
du.
Considerando um instante de tempo fixo u ∈ [t0, T ], comecemos por simplificar
δ
{
puot0 (St0 , E
uop
u , H, 0, τu)− e−rτuEuopu
}
×
[
Φ [−d2 (St0 , Euovu , τu)]−
(
H
St0
) 2µ
σ2
Φ
[
−d2
(
H2
St0
, Euovu , τu
)]]
+rKe−rτu
[
Φ [−d2 (St0 , Euopu , τu)]−
(
H
St0
) 2µ
σ2
Φ
[
−d2
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]]
.
22
Tendo em conta (1.11) e (4.7) obtemos
δ
{
−e−rτuEuopu ×
[
Φ [−d2 (St0 , Euopu , τu)]−
(
H
St0
) 2µ
σ2
Φ
[
−d2
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]]
+pt0 (St0 , E
uop
u , τu)−
(
H
St0
) 2µ
σ2
pt0
(
H2
St0
, Euopu , τu
)
+
[
Φ [−d2 (St0 , H, τu)]−
(
H
St0
) 2µ
σ2
Φ [−d2 (H,St0 , τu)]
]
× e−rτu [Euopu − Euopu ]
}
+rKe−rτu
{
Φ [−d2 (St0 , Euopu , τu)]−
(
H
St0
) 2µ
σ2
Φ
[
−d2
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]}
,
que é obviamente simplificado em
δ
{
−e−rτuEuopu ×
[
Φ [−d2 (St0 , Euopu , τu)]−
(
H
St0
) 2µ
σ2
Φ
[
−d2
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]]
+pt0 (St0 , E
uop
u , τu)−
(
H
St0
) 2µ
σ2
pt0
(
H2
St0
, Euopu , τu
)}
+rKe−rτu
{
Φ [−d2 (St0 , Euopu , τu)]−
(
H
St0
) 2µ
σ2
Φ
[
−d2
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]}
.
Utilizando agora a equação (1.4), com θ = −1, vem
δ
{
−e−rτuEuopu ×
[
Φ [−d2 (St0 , Euopu , τu)]−
(
H
St0
) 2µ
σ2
Φ
[
−d2
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]]
−St0e−δτuΦ [−d1 (St0 , Euopu , τu)] + Euopu e−rτuΦ [−d2 (St0 , Euopu , τu)]
−
(
H
St0
) 2µ
σ2
[
−H
2
St0
e−δτuΦ
[
−d1
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]
+ Euopu e
−rτuΦ
[
−d2
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]]}
+rKe−rτu
{
Φ [−d2 (St0 , Euopu , τu)]−
(
H
St0
) 2µ
σ2
Φ
[
−d2
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]}
.
Simplificando os termos iguais obtemos
δ
{
−St0e−δτuΦ [−d1 (St0 , Euopu , τu)]−
(
H
St0
) 2µ
σ2
[
−H
2
St0
e−δτuΦ
[
−d1
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]]}
+rKe−rτu
{
Φ [−d2 (St0 , Euopu , τu)]−
(
H
St0
) 2µ
σ2
Φ
[
−d2
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]}
e finalmente colocando alguns valores em evidência temos
rKe−rτu
{
Φ [−d2 (St0 , Euopu , τu)]−
(
H
St0
) 2µ
σ2
Φ
[
−d2
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]}
−δSt0e−δτu
{
Φ [−d1 (St0 , Euopu , τu)]−
(
H
St0
) 2µ
σ2
+2
Φ
[
−d1
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]}
.
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Substituindo no valor do prémio obtemos
piuopt0 (St0 ,K,H, T, Euop) = rK
∫ T
t0
e−rτu {Φ [−d2 (St0 , Euopu , τu)]
−
(
H
St0
) 2µ
σ2
Φ
[
−d2
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]}
du
−δSt0
∫ T
t0
e−δτu {Φ [−d1 (St0 , Euopu , τu)]
−
(
H
St0
) 2µ
σ2
+2
Φ
[
−d1
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]}
du,
o que conclui a prova.
Proposição 4.2. O valor de uma opção americana down–and–out call com K > H, é dado
por
Cdot0
(
St0 ,K,H, 0, T, Edoc
)
= cdot0 (St0 ,K,H, 0, T ) + pi
doc
t0 (St0 ,K,H, T, Edoc). (4.8)
O valor da opção europeia cdot0 (St0 ,K,H, 0, T ) está definido em (1.10) e o prémio pelo exercício
antecipado é dado por
pidoct0 (St0 ,K,H, T, Edoc) = δSt0
∫ T
t0
e−δτu
{
Φ
[
d1
(
St0 , E
doc
u , τu
)]
−
(
H
St0
) 2µ
σ2
+2
Φ
[
d1
(
H2
St0
, Edocu , τu
)]}
du
−rK
∫ T
t0
e−rτu
{
Φ
[
d2
(
St0 , E
doc
u , τu
)]
−
(
H
St0
) 2µ
σ2
Φ
[
d2
(
H2
St0
, Edocu , τu
)]}
du.
A fronteira de exercício óptimo, Edoc = {Edoct : t ∈ [0, T ]}, é definida implicitamente pela
condição:
K − Edoct = Vt
(
Edoct ,K,H, 0, T
)
, Edoct > H, ∀t ∈ [0, T ).
sujeito a EdocT− =
[
K ∨ ( rδK)]. As funções d1 (x, y, τ) e d2 (x, y, τ) são definidas pelas equações
(1.11), (1.5) e (1.6), respectivamente.
Demonstração. Utilizaremos nesta demonstração um raciocínio análogo ao utilizado na proposição
4.1. Por esse motivo não faremos uma demonstração tão exaustiva.
Do corolário 4.1, considerando o caso particular da opção americana down–and–out call,
ou seja, fazendo w = d, η = −1, v = c e θ = 1, temos
Cdot0 (St0 ,K,H, 0, T ) = c
do
t0 (St0 ,K,H, 0, T ) + pi
doc
t0 (St0 ,K,H, T, Edoc), (4.9)
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onde
pidoct0 (St0 ,K,H, T, Edoc) =
∫ T
t0
δ
{
pdot0
(
St0 , E
doc
u , H, 0, u
)
−e−rτuEdocu Qt0
[
Mut0(−1) < −H,Su ≥ Edocu
]}
+rKe−rτuQt0
[
Mut0(−1) < −H,Su ≥ Edocu
]
du. (4.10)
Pretendemos determinar Qt0
[
Mut0(−1) < −H,Su ≥ Edocu
]
. Para isso faremos a mesma mu-
dança de variável que utilizámos na proposição 4.1:
Xu = ln
(
Su
St0
)
.
Notemos que
Mut0(−1) < −H ⇔ sup
t0<τ≤u
(−Sτ ) < −H
⇔ − inf
t0<τ≤u
(Sτ ) < −H
⇔ inf
t0<τ≤u
(Sτ ) > H
⇔ inf
t0<τ≤u
(Xτ ) > ln
(
H
St0
)
e
Su ≥ Edocu ⇔ Xu ≥ ln
(
Edocu
St0
)
.
Além disso, temos igualmente
Xt0 = 0.
Neste caso temos
ln
(
H
St0
)
≤ 0,
uma vez que
H < St0 .
De (2.9) e K > H, concluímos que
H < K < Edocu ,∀u ∈ [0, T ], (4.11)
logo
ln
(
H
St0
)
< ln
(
Edocu
St0
)
.
Provámos assim que estamos nas condições da proposição 1.2, logo
Qt0
[
Mut0(−1) < −H,Su ≥ Edocu
]
= Qt0
[
inf
t0<τ≤u
(Xτ ) > ln
(
H
St0
)
, Xu ≥ ln
(
Edocu
St0
)]
= Φ
− ln
(
Edocu
St0
)
− µτ
u
σ
√
τ
u

−exp
2µ ln
(
H
St0
)
σ2
Φ
− ln
(
Edocu
St0
)
− 2 ln
(
H
St0
)
− µτu
σ
√
τu

= Φ
[
d2
(
St0 , E
doc
u , τu
)]− ( H
St0
) 2µ
σ2
Φ
[
d2
(
H2
St0
, Edocu , τu
)]
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Substituindo Qt0
[
Mut0(−1) < −H,Su ≥ Euovu
]
em (4.10) obtemos
pidoct0 (St0 ,K,H, T, Edoc) =
∫ T
t0
δ
{
cdot0
(
St0 , E
doc
u , H, 0, τu
)− e−rτuEdocu ×[
Φ [d2 (St0 , E
uop
u , τu)]−
(
H
St0
) 2µ
σ2
Φ
[
d2
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]]}
+rKe−rτu
×
[
Φ [d2 (St0 , E
uop
u , τu)]−
(
H
St0
) 2µ
σ2
Φ
[
d2
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]]
du.
Considerando (1.10), (4.11) e (1.4), com θ = 1, e efectuando alguns cálculos muito semelhantes
à demonstração da proposição 4.1 terminamos a prova.
Para terminarmos este trabalho, mostramos que o preço das opções americanas de bar-
reira que estudámos nas proposições anteriores pode ser escrito de outra forma, apresentando
uma forma funcional muito semelhante às opções europeias de barreira.
Proposição 4.3. O valor de uma opção americana up–and–out put com K < H, pode ser
escrito em função do preço de opções americanas standard da seguinte forma:
Puot0 (St0 ,K,H, 0, T, Euop) = Pt0 (St0 ,K, T, Euop)−
(
H
St0
) 2µ
σ2
Pt0
(
H2
St0
,K, T, Euop
)
.
A fronteira de exercício óptimo, Euop = {Euopt : t ∈ [0, T ]}, é definida implicitamente pela
condição:
K − Euopt = Vt (Euopt ,K,H, 0, T ) , Euopt < H, ∀t ∈ [0, T ).
sujeito a EuopT− =
[
K ∧ ( rδK)]. A função Pt0 (St0 ,K, T, E) é definida em (3.5).
Demonstração. Na proposição 4.1 provámos que o valor de uma opção up–and–out put pode
ser dado por
Puot0 (St0 ,K,H, 0, T, Euop) = puot0 (St0 ,K,H, 0, T ) + piuopt0 (St0 ,K,H, T, Euop), (4.12)
em que
piuopt0 (St0 ,K,H, T, Euop) = rK
∫ T
t0
e−rτu {Φ [−d2 (St0 , Euopu , τu)]
−
(
H
St0
) 2µ
σ2
Φ
[
−d2
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]}
du
−δSt0
∫ T
t0
e−δτu {Φ [−d1 (St0 , Euopu , τu)]
−
(
H
St0
) 2µ
σ2
+2
Φ
[
−d1
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]}
du.
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Reorganizando os termos do prémio pelo exercício antecipado obtemos
piuopt0 (St0 ,K,H, T, Euop) = rK
∫ T
t0
e−rτuΦ [−d2 (St0 , Euopu , τu)]du
−δSt0
∫ T
t0
e−δτuΦ [−d1 (St0 , Euopu , τu)]du
−
(
H
St0
) 2µ
σ2
{
rK
∫ T
t0
e−rτuΦ
[
−d2
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]
du
−δSt0
(
H
St0
)2 ∫ T
t0
e−δτuΦ
[
−d1
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]}
du
= rK
∫ T
t0
e−rτuΦ [−d2 (St0 , Euopu , τu)]du
−δSt0
∫ T
t0
e−δτuΦ [−d1 (St0 , Euopu , τu)]du
−
(
H
St0
) 2µ
σ2
{
rK
∫ T
t0
e−rτuΦ
[
−d2
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]
du
−δ
(
H2
St0
)∫ T
t0
e−δτuΦ
[
−d1
(
H2
St0
, Euopu , τu
)]
du
}
.
Considerando a definiçao do prémio pelo exercício antecipado de uma opção americana stan-
dard put, definido em (3.6), podemos escrever que
piuopt0 (St0 ,K,H, T, Euop) = pipt0 (St0 ,K, T, Euop)−
(
H
St0
) 2µ
σ2
pipt0
(
H2
St0
,K, T, Euop
)
. (4.13)
Por outro lado, tendo em conta que K < H e utilizando (1.11), temos que
puot0 (St0 ,K,H, 0, T ) = pt0 (St0 ,K, T )−
(
H
St0
) 2µ
σ2
pt0
(
H2
St0
,K, T
)
. (4.14)
Introduzindo (4.13) e (4.14) em (4.12) temos
Puot0 (St0 ,K,H, 0, T, Euop) = pt0 (St0 ,K, T ) + pipt0 (St0 ,K, T, Euop)
−
(
H
St0
) 2µ
σ2
{
pt0
(
H2
St0
,K, T
)
+ pipt0
(
H2
St0
,K, T, Euop
)}
.
Considerando (3.5), podemos finalmente escrever que
Puot0 (St0 ,K,H, 0, T, Euop) = Pt0 (St0 ,K, T, Euop)−
(
H
St0
) 2µ
σ2
Pt0
(
H2
St0
,K, T, Euop
)
.
Proposição 4.4. O valor de uma opção americana down–and–out call com K > H, pode ser
escrito em função do preço de opções americanas standard da seguinte forma:
Cdot0
(
St0 ,K,H, 0, T, Edoc
)
= Ct0
(
St0 ,K, T, Edoc
)− ( H
St0
) 2µ
σ2
Ct0
(
H2
St0
,K, T, Edoc
)
.
A fronteira de exercício óptimo, Edoc = {Edoct : t ∈ [0, T ]}, é definida implicitamente pela
condição:
K − Edoct = Ct
(
Edoct ,K,H, 0, T
)
, Edoct > H, ∀t ∈ [0, T ).
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sujeito a ET− =
[
K ∨ ( rδK)]. A função Ct0 (St0 ,K, T, E) é definida em (3.5).
Demonstração. A demonstração desta proposição é análoga à anterior, apenas com pequenas
diferenças de sinais.
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5 Conclusão
Neste trabalho conseguimos demonstrar um resultado que pode ser utilizado na avaliação
de opções americanas standard e exóticas, o que o torna bastante abrangente. A intuição
que deu origem ao enunciado do teorema 3.1 surgiu com o estudo dos trabalhos de Carr
et al. [4] e Gao et al. [7]. No primeiro são avaliadas opções americanas standard e no
segundo opções americanas de barreira. É de referir que em ambos os estudos o instante de
avaliação considerado é zero e a dividend yield é nula. Neste trabalho generalizamos ambos
os aspectos, considerando que a avaliação ocorre num instante qualquer t0 ∈ [0, T ] e o activo
com risco paga uma dividend yield contínua e constante de δ (que pode ser positiva ou nula).
A demonstração do teorema referido combina técnicas utilizadas nos dois artigos referidos.
As proposições 4.3 e 4.4 também devem ser destacadas pois mostram que a forma fun-
cional das opções americanas de barreira up–and–out put com K < H e down–and–out call
com K > H é similar à forma funcional das opções europeias de barreira. Deste modo, mos-
trámos que a relação que existe nas opções europeias entre as opções standard e de barreira
mantém-se válida nas opções americanas (com as devidas adaptações), pelo menos nos exem-
plos estudados.
Seria muito interessante continuar a estudar este assunto. Existem ainda vários resulta-
dos que não são conhecidos.
Uma hipótese seria continuar a investir nas opções de americanas de barreira. Nesse âm-
bito podem ser estudadas as fórmulas de avaliação das opções up–and–out put com K > H e
down–and–out call com K < H. Por uma questão de tempo não conseguimos debruçarmo-nos
sobre este tipo de opções. A sua avaliação é mais complexa porque existe uma zona na Região
de Paragem em que a opção fica knock-out, o que não se verificava nos casos estudados. Ainda
nas opções americanas de barreira existe a possibilidade de estudar os vários tipos de opções
knock-in. Além disso, também seria interessante avaliar opções americanas de barreira com
rebate, algo que não fizemos porque o nível de complexidade do problema aumentaria. Note-
se que se considerarmos opções de barreira, por exemplo knock-out, com rebate implica que
temos que determinar se o preço do activo atingiu primeiro a região de continuação ou a
barreira.
Deixando o estudo das opções americanas de barreira seria desafiante avaliar outros tipos
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de opções. Para isso poderíamos utilizar o teorema 3.1 demonstrado neste trabalho. Con-
siderando, por exemplo, outras opções que também dependem da trajectória do activo subja-
cente, poderíamos estudar a avaliação de opções americanas lookback ou asiáticas.
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